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Lgsning D.1

| grensen < R vil synkehastigheten til vannoverflaten
veere neglisjerbar sammenlignet nié¢k), den instanta-
- ne utlgpshastigheten gjennom hullet. Det er egentlig ikke
en stasjoneer strom siden overflatehgylgn hele tiden
synker og utlgpshastigheten dermed avtar. Men is
og h(t) er av samme starrelsesorden er stasjonger stram
en god approksimasjon i alle gyeblikk. Da kan Bernoul-
lis ligning brukes, og resultatet er Torricellis lov:

1
Pam o h(t) +0 =221 04 — V(1)
rg rg 29

V(t) = /29h(?)

Kontinuitetsligningen gir at i et tidsrom vil veeskeover-
flaten falle gjennom et volum som er lik det som strgm-
mer ut av hullet:

—dh7R?> =Vmr?dt

Omordnet, innsatt fol/, og integrert under forutsetning av at overflatehgydeeifdta H til H/2 i tids-
rommetl”:

dh T 9
T (ﬁ) V2gdt

—/HH/Q% - %)%/@Tdt

1 R 2H
T = (1-—=)(=)%/—
(1= 2205,
Talleksempel:
h=1m,R=05m,r=0.5cm
_(1_ 1 2 /2-1 _ .
= T=(1 \/5)(100) \/ 98T S = 22min3s
Kommentar:

Dette idealiserte resultatet far en korreksjonsfaktortavrelsesorden 1 (eller stgrre) for en reell veeske. —
Man ser ofte oppgaven i en versjon hvor det sparres etter tatefull tamming. Faktoreril — 1/+/2) blir

da borte. Men da opptrer grenskenr« R i lgpet av integrasjonen, og Igsningen vil der avvike megdia
reelle tilfellet fordi overflatespenningseffekter og vasket blir viktigere.

Lgsning D.2

Det oppgitte uttrykket for utstramshastigheten er Toflicdov (utledet i forrige oppgave) i omskrevet
form. Det antas altsd at utstramshastigheten for den &leadkken er stgrst ved spaltens underkant.

a)
La A = 2bL veere spaltearealet. Volumstrgmraten blir:
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Q = /udA
A
L
= b\/Qg/ Vh —zdz
L

= %b\/@ [(h + L)% — (h — L)3/2]

b)
Forenkling i grenseil. < h:
Q — gb /29h3/2 (1 + 2)3/2 _ (1 _ 2)3/2
3 h h
_ 2 3/2 3L oy 3L
= 3tu/2gh {(1+2h+(9(h)) (1 2h+(9

_ 2 s/25L Ly
= Zp/agn* 3T (14 O(17)
~ oL 2gh(1+0(%)2)

= VA <1 + O(%)2>

(

L
I

?)

| grensen blir volumstrgmraten lik produktet av arealet agtigheten midt i arealet.

Lgsning D.3

Definer fgrst et integraly og beregn det:
Iy = / (u(r))N dA
A
= 27ru%/0R (17(£)2)N7"d7’
= mulNR? /01(1 — )N da

1
= WU%RQ/ yN dy
0

WufTVLRQ
N+1

Her har man etter tur brukt de to substitusjonene

1
(%)2:1’, l—z=y = rdr:§R2dx,
Med denne definisjonen er
I 1

V=g = gum

0g
1L,
Ty I

som man skulle vise.

dx
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Lgsning D.4
Hastighetene falger av kontinuitetsligningen:
4, b Q=rByv =
P‘@P& Wi = ;1—22% = W%OS(),?Q m/s = 12.7m/s
Vo = (%)2 = 21[V1 = 3.18m/s

Bruk hr, = 0 (friksjonslgs strgm) i energiligningen, som da tar form arrullis ligning:

P1 Lo P2 1o
S vE==4 = 21 =2
pg 29" pg 29 ° (21 = 2)
Trykkhead i den vide enden:
P2 P1 1 di 41,2
L e (o L) 7
g g 29( (&)
1 15
= — 2 (12.7))m
5+ 2.9.81 16( )
= 12.7m
Og trykket: pg% — 998-9.81-12.7Pa = 124.8 kPa

Lgsning D.5

La gvre og nedre ende tilsvare henholdsvis indeks 1 og 2 géghas hgyde og trykk. Hvis strammen
gar nedover skrives da energilikningen pa tradisjonetifaned indeks 1 og 2 p& henholdsvis venstre og
hayre side sanfi;, pa hgyre side med plussfortegn. Gar streammen motsatt veldlndeks 2 begynnel-
sestilstanden og kommer pa venstre side, og indeks 1 stattd og kommer pa hayre side — bg star
fremdeles pa hegyre side med plussfortegn.

Vi kan da lgse for tilfellene a) og b) under ett, ved a la gvraedre fortegn fok, i likningen under
tilsvare henholdsvis strgam nedover og oppover:

1 1 L
L —Vi+23= P2 —Vi&+25 £ hg, 21—z =1L, Vi=V, (kontinuitet)
rg 29 rg 29
Lost:
b2 _Dp1 — _ a)23.75m
pg=pgTLFhe=(+20F125)m = b) 26.25 m
Lgsning D.6

Som forklart i lgsningen til forrige oppgave kan vi behanilégge tilfellene under ett, ved & bruke dob-
belt fortegn der gvre fortegn tilsvarer stram nedover ogreddrtegn tilsvarer strgm oppover. Men na
kansellerer ikke hastighetsleddene. Fra kontinuitetgiigen kommer

dy

V= (3

Vi = =W
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og dermed
b2 P1 1 2 2
= = —4+=—(VZ-VH+LFh
pg pg T 2g VT V) g
10 80 a)19.5m
= 204+ ———+15F25m =
(20+595igt 710 F 29 b)24.5m
Lgsning D.7

Vi bruker enda en gang tricket med & behandle begge strgimgemunder ett i energiligningen, med
@vre og nedre fortegn p&;, for henholdsvis strgm nedover og oppover. | tillegg komneirigelsen fra
termodynamikkens 2. hovedsetning (og sunn fornuft)at> 0.

1 1
E‘F—VZJFZA:@ﬁL—VB%ﬁLZBihL, Va=Vg
rg 29 rg 29

hy = :I:(MnLZA*ZB)
SPvanrnd
(150 — 250)-10°
= 4+(—F Um
( 998-0.85-9.81 8.0)
= £(-12.0+80)m = F4.0m

Vi ma velgenedre fortegn fordi tapsenergien skal vaere positiv. Strammeratigéoppover.

Lgsning D.8

I ligningen for effekt settes lik henholdsvis hastighetsheaef /2g og tapshead for & for finne effekten
som strélen kan levere og tapseffekten:

2
Y
Psyge = pgQ—— = —pd’V?®
2¢g 8

Pap = pgQhr

Hvis kontrollvolumet legges slik at bassengoverflateniblitap og dysedpningen utlap, vil trykkbidragene
kansellere (tilneermet) mellom hgyre og venstre side avgdiggringen, siden atmosfeeretrykket opptrer
begge steder. Siden bassengoverflatens areal ma forsi&etere mye starre enn strlens tverrsnittsareal,
falger det fra kontinuitet at hastighetshead for overflatiati kan neglisjeres. Energiligningen reduserer
seq til

1 1
hL = Z1 — 29 — —V2 = —Az — —V2
29

29
slik at
Prap = pgQ(—Az) — Pstrate
Utregnet:
Pspale= %998(0.2)2(68)3 Jis = 4.93-106 J/s = 4930 kW

Piap = (998-9.817(0.2)268-250 — 4.93-10) J/s = 298 kW
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Lgsning D.9
Vi lar kontrollvolumet ha innlgp i det ene bassengets overftay utlgp i det andres. Trykkhead kansel-

lerer mellom de to sidene i energiligningen, begge hastigitead blir neglisjerbare hvis det antas at begge
overflatene er vide, sa energiligningen reduserer seg til:

hy = z0—21+hp = Az+hg

Effektbehovet blir:

P= %nghM = 5998-9.81-6.0(120 + 10) J/s = 8480 KW

Lgsning D.10

Ved argumenter som i Lgsning 8 finner vi at

1
—V2 = —(22 — Zl) — hL

29
slik at
P =npgQ(—Az — hy) = 0.90-998-9.81-2.8(185 — 7.6) J/s = 4380 kW
Lgsning D.11

Siden det spagrres om hvilken gkning i mekanisk energi olfgntfenger vi ikke dra inn pumpens ef-
fektivitet. | energiligningen med; = 25 og hr, = 0 blir

AH = Hy;— H;
— 1
= 2P, S -v
Py 29
— 8 Q% 1 1
_ ko 8@ 1

pg % g dy di

)

Dette tilsvarer effekten

P = pgQAH
8 dy Q’°
= Q(pQ *pl) + P(l - (d_1)4)spvannd_§
8 81 (0.075)2)
= (0.075(125 — 40)10° + = (1 — ——)0.82-998 J/
< ( 10"+ 7r2( 256) (0.15)*
= (6375+378)JIs

= 6.76 kW
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Lgsning D.12

Vi velger et kontrollvolum med innlgp i vannoverflaten vedani,; og utlgp hevertens endepunktsniva

| energiligningen anvendt pa dette kontrollvolumet vilrgstorklart for eksempel i lzsning 8) trykkleddene
kansellere, mens innlgpshastigheten kan neglisjeres satigmet med utlgpshastigheten. Utlgpshastighe-
ten, lik hastigheten ved punig ut fra kontinuitetsligningen, og volumstrgmraten, blilgelig:

Vg = Vy = \/QQ(Z]L]—ZN) = 1/2:9.81-5m/s = 9.90 m/s
Q = Jd*Vy = 5(0.15)*:9.90 m’/s = 0.175 m3/s

For a finne gaugetrykkhead ved punktkan vi legge et kontrollvolum med innlgp som far, og utlgp
ved punktB. Energiligningen gir:

PB, PB —PM 1
=4 - == 7 = ZM*ZB*_VE

pg Py 29
1
= ZM —ZB — %QQ(ZM —ZN)

= —(zB—2n)
= —6.2m

Ngyaktig samme resultat ville selvsagt ha framkommet p&nela enklere mate om vi hadde valgt et kon-
trollvolum med innlgp ved3 og utlgp vedV. Som vi ser er det sammenheng i alt!

Lgsning D.13

Benytt sluttresultatet i forrige oppgave:

PBg

= —(2B—2n)
Pryg

Derav begrensningen pa lengden av hgyre hevertben:

Homaks = (ZB_ZN)maks
—_ 7(pB,g

)min

= 10.0m

Kommentar:

Denne og forrige oppgave er blant de ekstreme eksemplenepafplast det kan bli om man setter ener-
gisk i vei med numerisk innsetting i energiligningen, sliksk oppgavene faktisk star lgst noen steder. De
enkle relasjonene mellom fysiske starrelser, gitt av bedgassetningene, gar tapt.

Lgsning D.14
La 2o og z veere henholdsvis vannoverflatens og utlgpets niva. Liksidtigere oppgaver:

Vswale= v/2gh , h =2z —zp
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a) Volumetrisk stramrate: Q = %DQVst,&e: 7{[(0.065)2\/29.81~3.5 m?/s = 27.51/s

b) Legg et kontrollvolum med innlgp vel og utlgp i dysedpningen. Energiligning, kontinuitetsiigm
og hgydebetingelse gir:

1
P + —VB% +2z2p = Paum + Vstrale + Zstrale
P9 2g Py 29
D
Ve = (E)sttréle
ZB = Zstrdle
Kombinert:
P28 = —vaad () =1) = —n ()t —1) = =35 (G - 1) m = —6:50m

c) Hvis det ikke var noe rar pasatt véiville vi hatt samme utlgpshastighet der som forutsatt owenf

VB:\/Qgh, h:ZO—ZB

Tilhgrende stramrate: Q' = (%) Q= (0000655) 0.0275 m3/s = 16.3 /s

Lgsning D.15

Dette er ekavitagonsproblem: Hvis det absolutte trykket pd pumpens innsugingssiddanlare enn vaes-
kens damptrykk, svikter forutsetningene for energiligign pa den utledede formen (rent bortsett fra at
punpen kan ga i stykker).

Legg et kontrollvolum med innlgpA) i vaeskeoverflaten og utlg@) akkurat i pumpens innsugings-
side. Med antagelse om atkoordinatens nullpunkt ligger i veeskeoverflaten, som @dtha mye stgrre
areal enn rgrets tverrsnittsareal:

1 2
DPatm 1040 = DPv + il 9" + hnaks+ L2
g pg 29 29
— 3
Bmaks = Patm — Pv 22
Py 29
. _ (100 —2.34 3 _
a)Vann:  hmaks= ( V0234103 — 58 (3.0) ) m = 8.60m
b) Bensinen:  hmaks= ( 70605010 37980665 80665 ) 5.77m

Kommentar:
| denne og neste oppgave har vi approksimert tapshead med

hr = —V2 ¢ en konstant
29
Dette valget er begrunneti den senere delen av pensum soanaiiehturbulent rarfriksjon. Her kan nev-
nes at approksimasjonen forutsetter at reret under pumgrekonstant lengde, slik at rgr med pumpe ma
trekkes mer eller mindre opp av vaesken hvis pumpens hgydleasieres.
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Lgsning D.16

Legg et kontrollvolum med innlgp i vannoverflaten védg utlgp i dysen ved'. | energiligningen kan-
sellerer trykkleddene, og venstre hastighetsledd kan &bigere forklart neglisjeres:

1 1
DA vitzathe = PO VR ae thia s
pg 29 pg 29
dd4 dd4 1 2
hp = - 1 - ) —v
P zZc ZA+( +01(d1) +C2(d2) 29" ¢
+3271 )
¢ AT Gy 29 €

Ved forenklingen ble kontinuitetsligningen brukt, sampgiit antagelse
C; 2
hLi:_‘/i7 61:5) 02:12
29

Et annet uttrykk forh p finnes fra uttrykket for effekt:

L 4 P 1
P= — 5315

s pgdi Ve

Ved eliminasjon avip mellom de to ligningene kan vi finnE- og dermedy. Vi setter inn tallverdier fra
Sl-systemet i resultatet etter eliminasjonen, ogdédretegnél/’s tallverdi. Det gir en tredjegradsligning
for a:

231.23
3+ 0.260512% = —

Ved prgving og feiling eller systematisk iterasjon:
r~9.211

Vi kan ogsa legge et kontrollvolum med innlgp i veeskeovesflatg utlap i pumpens sugeside. Energilig-
ningen vil da redusere seg til

PBg _ bPB —PA
P9 P9
1
= ZA*ZB*%VE*}IM
dg 1
= za—z2—(14+c1) (d_1) EVC2
3
= ZA — ZB — rcgvcz
Svarene pa oppgavetekstens spgrsmal falger dermed:
a) Volumstremraten:  Q = %(0.075)?9.211 m*/s = 40.7 /s
o PBg _ 3 (9.211)° _
b) Trykkhead ved pumpens sugeside: 3G = (6 ~ 16 0RT m = 4.38m

Lgsning D.17

2
Stagnasjonstrykket:  pog = spvanrgh + %sp\,annv2 = 1.025-998 <9.81~25 + (777)> Pa = 281 kPa
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Lgsning D.18

“Brannmannsproblemet” er egentlig en kast-oppgave av @ kjent fra punktpartikkeldynamikk. Vi in-
kluderer det for fullstendighets skyld.

Horisontal og vertikal komponent av baneligningen gir:

L = Vcos6-t
1
h = ho+VSin9~t7§gt2

Eliminasjon av trefftidert gir:

acos’f+c = by/1—cos26cosb
a = h-—hy
b = L

1gL2

2 V2

C =

Last og uttrykt ved siktevinkeleff mot vinduet:

1 2 4 42
cos’f = cos’f-= 1—%i 1—%—%
b b b
b
cosfl = ——
v a? + b2
For i det hele tatt & fa reell Igsning:
1 4‘? 4—622 > 0
b b
g L?¢
L=2(h—ho)g — i 2 0
g 1 1
0< 5 < F{ (h=ho) + L7 = (h—ho)} = b—z(\/a2+b2—a)

Grenseverdien fov tilsvarer

1
¢ =cm = =(Va2+b—a)

2
2acjim 2acjim 4clim 2
2 b2 b?

Vi krever

. = gL2
V> Vim = \/m—(h—ho)
9.81-(23)2

V(12.5)2 +(23)2 — 125 mis

= 19.5m/s

som er oppfylt for oppgavetekstens tallverdi. | samme grens

b 1 (2aci 4¢jim?
2 0 _ - im im
cos” Blim 212 B + B2
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Clim
= a+ 2¢j
a2 + b2 ( I|m)
Clim

v a2 + b2
_ My e
I\ Ve

Med vare tallverdier forn ogb fas
cos Bim = 0.511

som altsa tilsvareminimal utgangshastighet dgke V' = 25 m/s. Vi innser at dette tilsvarer at stralen har
sitt toppunkt i vinduet, og at dette blir truffet horisontal

MedV = 25 m/s, derimot:

b? L?

a®+b* (h—ho)* + L*
h—nh

1_%:1_7( V20)9 _ 0.804

dac _ 4c? 2(h — ho)g 92L2

v oob v? v 0478
Begge fortegn i uttrykket foros? 6 gir fysisk gyldige verdier:
cos?f = 0.5770 (stralen treffer nedenfra:) 0 =40.6°
cos? f = 0.0436 (stralen treffer ovenfra:) 0 =80.0°

Lgsning D.19

Vi relaterer trykket midt i tverrsnitt 2 til trykket midt i ®rrsnitt 1 ved & bruke fluidstatikkens grunnlig-
ning pa integrert form langs en vei gjennom manometeret:

P1+ P9z — spvanngM — pg(z — M) = p2

Eller:
P1— P2

— P9
Mpiezo ~ " Pvamn
s— —1
P
Hvis nedstrams piezometerrgr blir erstattet med et pitotred motstrgms apning midt i tverrsnittet, fas en
tilsvarende regning. Eneste forskjell er at nedstramsktngblir erstattet av tilsvarende stagnasjonstrykk:

b1 — (p2)0
_ Py
Mpitot - WT
s— —1
p

Bernoullis ligning med:; = z, gir trykkdifferansen mellom de to tverrsnittene:

PGP = 95 (V3 = VP) = gggr((18)2 =5 m = 15.2m
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For en ideell stram er
(P1)o = (P2)o
slik at ut fra stagnasjonstrykkdefinisjonen far vi

pr—(2)o _ 12 _ 1 r20
I nevnereni uttrykkene fod/ inngar s "g”“ —1= 1.594%—%% -1 = 0.872
Svarene pa oppgavetekstens spagrsmal fglger dermed:

; ; . o 15.2 -
a) | piezometertilfellet: M piezo = oo m= 17.5m
b) I pitottilfellet: Mot = 5o M = —1.46m

Kommentarer:

Opplysningen i oppgaveteksten om trykket i oppstrems $wéttrer selvsagt ungdvendig sé lenge fluid-
en som strgmmer er inkompressibel. Den negative verdiemv étfellene tilsvarer at CGl star hgyest

i venstre gren. — Tallverdiene viser forgvrig at malemetoeledirekte upraktisk i minst ett av tilfellene,
medmindre CC] blir erstattet med den tyngre vaesken Hg.
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Denne siden er
med fullt overlegg
(nesten) BLANK



