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Losning G.1

En rigorgs utledning, som ma baseres pa begreper fra tensoranalyse, skal vi ikke kaste oss ut i. En standard
“utledning” pa intuitivt plan kan ga som falger: Definer

T;; = spenningskomponent i j-retning, med flatenormal i -retning

For & unnga at infinitesimale kubiske volumelementer skal fa uendelig store rotasjonsvinkelakselerasjoner
pga. skjeerspenninger ma vi kreve at

|73 |=| 75
(samme dreiemoment fra sider som stater opp til en kant). Formen ma vzre en generalisering av defini-

sjonsligningen for viskositet:
S TR s
ve u@y o oy Oz

For koordinater og hastighetskomponenter har vi fglgende sammenheng mellom de to koordinatsystemene:

Anta 0 trykk- og hastighetsvariasjon i z-retning g
slik at en 2D behandling er tilstrekkelig, og betrakt
et infinitesimalt kvadratisk element i zy-planet,
med kanter dreid 45 © i forhold til aksene. Se bort
fra det isotrope bidraget til normaltrykket i over-
flaten, som ikke vil bidra til den totale kraftbalan-
sen. Del elementet opp i to triangler, og betrakt
kraftbalansen for ett av dem, i tilfellet med 0 ak-
selerasjon:

o= 2=y W= =)
= i(:zz-i- ) o= L(u-l—v)
VG Va

Likevekt av krefter i z-retning gir, med normalspenningen rettet positivt ut av en lukket flate som vanlig
konvensjon:

11 1 1
T = ——Tl/+——Tll
= Tw/y/
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- 5”(%_8_y+%_8_y+%+6_y_%_8_y)

_ ou Ov
= “(%‘@)

ou ou Ov
= ”[%‘(%*a?,)]

Tilsvarende ville vi ha funnet
ov ow

Tyy = 2'”6_;1/ ; Tin = 2#&

for de viskgse normalspenningsbidragene i y- og z-retning, noe som ogsa er ventet av symmetrigrunner.
Disse 7’ene kommer i tillegg til det isotrope statiske trykkbidraget, men altsa definert positiv utover.
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Losning G.2

| antagelsen om laminar strgm samt translasjonssymmetri i z-retning, og ingen strem i z-retning, ligger
det implisitt at
v=w=0

Fra kontinuitetsligningen:

ou

2= +0+0=0 = u=u(y,z) =u(y)

ox
Alle tre komponenter av (u-V)w blir lik null med disse resultatene for u, v 0g w. Navier-Stokes-ligningens
komponenter i stramretningen og tvers pa denne reduserer seg derfor til:

10p . U

0 = —_6_x+gsln0+ll?
10p

0 ——— —gcosf
p Oy

Grensebetingelser:
u(0) = 0 (hefting)
p(z,y) ly=h = Pam
ou .
Tyz ly=n = 0 = oM ly=n = 0  (frioverflate)

Deriver z- og y-komponenten av Navier-Stokes-ligningen med z:
10 (Op\ _ o [Ou) _
p Oz (8m) =W (6;10) =0

19 (op) _
p Oy \ Ox N

= konstant = 0 (uavhengig av bade z og y)

som gir
Op
X
der verdien 0 framkommer nér betingelsen om konstant overflatetrykk palegges.

a)
Na kan Navier-Stokes-ligningens z-komponent integreres. Med ¢y, c2 0g cs konstanter far vi:
62
—Z = 201
Oy
Ou 2e1y +
- = C C
8y 1Y 2
uly) = ay’+cey+ce
Her er
cs = 0 (heftingsbetingelsen)
ca = —2hc (fri-overflate-betingelsen)

Med C = —¢; er derfor hastighetsprofilet

u(y) = Cy(2h —y)
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b)
Integrer Navier-Stokes-ligningens y-komponent, og fa:

p= f(z) —pgcosfy

Men dp/dz = 0, sa f(x) ma vare en ren konstant uavhengig av z. Den bestemmes ved overflaten slik at
det sgkte resultatet framkommer:

p(z,y) = pam + pgcosb(h —y)
c)

Fra Navier-Stokes-ligningens z-komponent og integrasjonen av den, samt den funne verdien av dp/dz,
har vi allerede at
0%u _ gsin@
oy? v
og det sgkte resultatet framkommer:

= 2C1 = —20

_ pgsind

¢ =5

d)
Ved midling av « over hgyden h:

1 rh
= - d
14 h/ouy

1 h
= —C/ (2hy — y*) dy
h—Jo
_ 1.3 1.4
= SO0 - )
_ Zg

3
2

5 Umazx
3

med umq; = u(h), ut fra grensebetingelsen du/dy = 0 for y = h.

e)

Ut fra definisjonen av middelhastighet fglger det ogsa at

pgh?sin 6

_ _ 203 _
Q/b=Vbh/b = 3Ch* = ==

Lasning G.3

Anta fluiden delt inn i skikt parallelle med bunnen, av tykkelse Ay. Hvert av dem har en hastighetsdif-
feranse

i forhold i forhold til skiktet innenfor. Skjeerkraften pr. arealenhet mellom to skikt er

ou
Tys = /J/a_y

slik at effekttapet over et kontrollvolum med utstrekninger L, Ay og b henholdsvis z-, y- 0og z-retning, blir

ou\?
AP =~ bLu (8_31) Ay
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Totalt energitap over hele stramhgyden:

hr ou\ 2
P/Ax = bL / (—) d
/ wlo\ay) ¥

h
= 4bLuC'2/ (h—y)*dy
0
= %bLuC2h3

3bLuV?
h
Losning G.4

Med de gitte forutsetningene, reduserer z-komponenten av Navier-Stokes-ligningen seg til

_ 1op
(u-V)u= e
Den sgkte gradientkomponenten blir:
op
9 — P (u-V)u

0 5 0
= —po(2zy—— —y*=-)2
Po(2zy -~y 6y) zy

= —2xy’po
Kommentar:
Bevegelsesligningen gir trykket, ogsa i tilfeller hvor stramfeltet kan behandles med grunnleggende hydro-
dynamiske metoder.
Dette ikke er en potensialstram, siden & # 0. Navier-Stokes-ligningen gir generelt at det er viskositeten
som skaper virvling i en fluid som i utgangspunktet var virvlingsfri (men det har vi ikke anledning til &

komme narmere inn pa her). Forsavidt en inkonsistens i oppgavens formulering, selv om den er hentet fra
en lerebok), medmindre man forutsetter at virvlingen var skapt pa forhand med en eller annen gitt metode.

Lasning G.5

Kombinasjoner av L og V' gir dimensjonslgs tid ¢' samt et naturlig valg av dimensjonslgst trykk p':

L

t= th , p=pV?p
Innsatt: V2 Du ) pV2 v
T Dr _ETVIPI + 99+ I/vau'
Eller: Du’ ) )
o7 = VP (Fr)zg + o Vi
Her opptrer Reynoldstallet Re og Froudetallet Fr:
Re = VL ) Fr=

v
v vVl



103

Det framgdr at lgsningene av to forskjellige stremsituasjoner vil kunne transformeres over i hverandre
ved rene skaleringer av lengder og hastigheter, sdfremt de har samme Reynolds- og Froudetall (samt at
grensebetingelsene kan transformeres over i hverandre pa tilsvarende mate). Siden det ofte er enten de
viskgse kreftene eller tyngdekreftene som dominerer i et aktuelt stramproblem, er det vanlig & kreve at
henholdsvis Reynolds- og Froudetallene er like.

Denne skaleringen av Navier-Stokes-ligningen ligger til grunn for similaritetsteorien for modellforsgk.
Begrunnelsen man i stedet finner i lzerebgker er oftest av generell dimensjonsanalytisk natur.
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Denne siden er
med fullt overlegg
(nesten) BLANK



