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Sur les theoremes de rotation dans la theorie des fonctions 
univalentes 

G. M. Qolusin (Leningrad) 

Dans un article1 j'ai donne les bornes de grandeurs: 
F(z) zF'(z) z*F'(z) „ , . x 

a r g - ^ , a r g ^ w , vgjm]j, argF (z), 
oil F (z) = z -f- a2z2 - j - . . . est univalente et reguliere dans | z \ <C 1; les bornes que 
j'ai trouvees sont precises pour les trois premieres grandeurs; elles ont ete trouvees 
precedemment par Grunsky; en ce qui concerne les arg/7 ' (z), j'ai reussi seulement 

a demontrer que la borne de \axgF'(z)\ pour | z | ^ —= est precise. C'est M. Basile-

witsch qui a prouve que ma borne est encore precise dans le cas \z\^-—^ . 
У 2 

Dans le present article en simplifiant le raisonnement de M. Basilewitsch je de-
montre que non seulement pour | arg/7 '(z) |, mais pour toutes les autres grandeurs 
indiquees mes bornes sont precises. Je suppose que le lecteur a deja fait connais-
sance de l'article precedemment indique. 

f (z) § 1. Demonstration du fait que les bornes de arg J-±-1 donnees par 
le theoreme 4 2 sont precises 

Demontrons qu'il existe une fonction k(t), \k(t)\=\, continue pour 0^t<^oo 
et telle que la fonction /(z , t) definie par les equations: 

m*A=-f(z t^+k(t)f(z,t) 
a/ i — k(t)f(z, t) 

f(z, 0) = z, (2) 

verifie pour chaque valeur de t, 0 < ^ < < o o , et pour un z = z0 donne dans | z | < l 
la condition: 

' 3(k(t)f(z0, t))= — \f(z0, t)\. (3) 

En effet, en divisant (1) par f(z, t) et en considerant les parties reelle et imaginaire, 
on a: 

* l / l = , f | 1 - i /P 2 ^ a r g / ^ 23{kf) 3 , 
dt Ul\\-kf\*' j , I 1 -* / !» ' { ' 

1 „О теоремах искажения в теории конформных отображений", „Recueil mathematique", 
t. 1 (43), p. 127-135. 

2 Voir Tarticle, loc. cit. 
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ou, en veriu de (3), pour z = z{ o-

*\fl = — \f\l=llf± ^ r g / = 2 | /1 " 
fc У l + l / l 2 ' Ъ 1 + l / l 2 ' l ' 

En integrant la premiere de ces equations differentielles, on a: 

d'ou , 
1/1 = 2ЦЛ . (t>) 

ce qui definit ( / | en fonction de г1. En eliminant dt des equations (4), on a: 

d'ou ./(^«. 0 i l+l^ol . * + / I 
a r g ^ = l o g _ ^ _ _ I o g _ ^ , (6) 

ce qui, en vertu de (5), est encore une fonction de t. Ceci etant, on trouve maintenant 
k(t) de l'equation: 

arg k (t) + arg/(2r0 , *) = —-*_. 

Done, k(t) est trouvee. On a pour la fonction correspondante f(z, t) definie par les 
equations (1) et (2) au point z = z0 la relation (6), d'ailleurs le second membre de 
cette formule tend vers log t , quand t—> oo . Done, le theoreme (4) donne une 

1 ~ | zo I 
valeur precise pour la borne superieure de arg -^— . 

On demontre d'une maniere analogue qu'il existe une fonction k(t), \k(t)\=l, 
continue dans 0^t<C,oo telle que la fonction f(z, t) definie par les equations (1) et (2) 
verifie la condition: 

3(f(z0, t)) = \f(z0, t)l 
et que d'ailleurs on a pour cette fonction f(z, t)\ 

a r g / ( ^ o » 0 _ l o g * + Ы I i0£r l + l/l 

ce qui tend vers — log - __ !z°l pour t 

Ainsi la borne inferieure de arg -*->-)- indiquee par le theoreme 4 est encore precise. 

II en resultera que les limites de 

precises. 

zFf (z) 
а г ?ж 

donnees par le theoreme 5 sont aussi 

§ 2. Demonstration du fait que les bornes de arg/7 (г) donnees 
par les theoremes 6 sont precises 

Demontrons maintenant qu'il existe une fonction k(t), \k(t)\=l, continue dans 
O^t <^ oo , telle que la fonction f(z, t) definie par le? equations (1) et (2) verifie 
pour chaque t, 0 < f < ^ o o , et pour un z = z0, donne dans | ^ | < ] 1 , la condition: 

^ i £ ^ = s i n 2 a r g ( l - * / ) = = \ 2
 ( 7) 

- i . 1 /1>р=. | 
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ou, ce qui est le meme: 

l ^ = = s i n a r g ( l - * / ) = , V ( 8 ) . 

En posant arg &/=(£>, on a de (8): 

1 pour | / | s £ — 
Sill2<p V 2 

l - 2 | / | c o s f + | / | » ~ ~ 1 1Л> — 

d'ou il resulte que 

i/i 

9 

done 

COS (p = . , 

1 | / | ( | / | _ i l / l - | / 1 2 ) 
kf: 

pour 

» 

pour 

" 

pour 

l/l 

l/l 

l/l 

l/l 

l/l 

l/i: 

V~2 ' 

v /""2 ' 

2 ' 2 » l / l ^ V 

on p2ut choisir arbitrairement Tun des deux signes plus ou moins. 
En exprimant kf en fonction de t et en portant cette valeur dans (3) on trouve de 

la premiere de ces equations t en fonction continue et monotone de | / | , d'ou il resulte 
que | / | est definie comme une fonction continue et positive de t\ ensuite la seconde 

des equations (3) definit arg *^0 ' ' en fonction de t. Quand on connaii arg kf, on 

trouve arg^(^), done k(t). En vertu du theoreme 6 on a pour la fonction trouvee 
(z, t): 

4 arc sin | zQ | p o u r | z 0 | < — , 

i —i-̂ r ' " o l > F l ' тт + log- ̂ o l 

ce qui prouve que le theoreme 6 donne une borne superieure precise pour a r g / (z) 
quel que soit z dans | г | < ^ 1 ; il en est de meme pour la borne inferieure. 

§ 3. Demonstration du fait que les bornes de arg , ' ' donnees 
par le theoreme 7 sont precises 

On demontre, d'une maniere analogue, qu'il existe une fonction k(t), \k(t)\=\y 

continue dans 0^t<^oo et telle que la fonction f(z, t) definie par les equations (1) 
et (2) verifie pour chaque t, 0 ^ t <^oc , et pour un z = zQ1 donne dans | г | < 1 , . 
la relation: 

VTf) J . 0 (л l \ 1 
/ ŝin2arg ( l _ - j = _ l , 
kf\ 
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ои, се qui est le meme, 

3l,-s, 
v-h 

On trouve dans ce cas comme au § 2 

kf~~ 2 2 

et on fait les calculs analogues a ceux qui ont permis de determiner k(t). En vertu 
du theoreme 7, on a pour la fonction f(z, t) trouvee 

* o / ' ( * o > *) 

ce qui prouve que le theoreme 7 donne une borne superieure exacte pour ащ-rl-fTii 

quel que soit z dans | г | < 1 . On demontre d'une maniere analogue qu'il est de meme 

pour la borne inferieure de arg г-Л-̂ Гт • 

Н.-И. И. М. М. Л. Г. У. им. Бубнова. 

(Поступило в редакцию 11/1 1936 г.) 

О теоремах вращения в теории однолистных функций 
Г. М. Голузин (Ленинград) 

(Резюме) 

В этой заметке автор дает доказательство точности оценок величин 

F(z) zF'(z) -.,, , z*F'(z) 
* g — , a r g ^ , arg F (z), arg - j ^ , 

данных в работе „О теоремах искажения в теории конформных отображений" л
т 

Здесь F{z) =• z -f- a2z2 - j - . . . однолистна и регулярна в | z \ < 1. 

* «Математический сборник;, т. 1 (43), стр. 127—135. 


