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Sur les théoréemes de rotation dans la théorie des fonctions
‘univalentes

G. M. Golusin (Léningrad)

Dans un article ? j’ai donné les bornes de grandeurs:

F (2) zF'(2) 22 F' (2)

arg —=, A pry s AL R arg F' (2),

ot F(z)==z-4ay22-}-... est univalente et réguliere dans |z|<C1; les bornes que
j'ai trouvées sont précises pour les trois premiéres grandeurs; elles ont été trouvées
précédemment par Grunsky; en ce qui concerne les arg F' (z), j'ai réussi seulement

a démontrer que la borne de |arg F' (2)| pour lzjg—l—; est précise. C’est M. Basile-

V2

witsch qui a prouvé que ma borne est encore précise dans le cas |z]>]—/l—:2.

Dans le présent article en simplifiant le raisonnement de M. Basilewitsch je dé-
montre que non seulement pour |arg F'(2)|, mais pour toutes les autres grandeurs
indiquées mes bornes sont précises. Je suppose que le lecteur a déja fait connais-

sance de P'article précédemment indiqué.

§ 1. Démonstration du fait que les bornes de arg f_”izz_) données par
le théoréeme 42 sont précises

Démontrons qu’il existe une fonction k£(#), |k(¢)|==1, continue pour 0<<t<Coc
et telle que la fonction f(z, ¢) définie par les équations:

Af(z 1) 1+k(@Bf(2 1)
e e (2 ) 1
ot 1z )1——k(t)f(z, t) M
f(z, )=z, (2
vérifie pour chaque valeur de £, 0 << oo, ei pour un z==2z,donné dans |2z| <1
la condition:

"I (k) f(z0, 1)) =—1f(2, DI (3)

En effet, en divisant (1) par f(z, ¢) et en considérant les parties réelle et imaginaire,
on a:

M:_ 1—1f? darg f 29 (kf) '
o ,flll——kf[z' * T [1—rfl’ (59

1,0 teopemax HCKaweHHs B TeOpHH KOHQOPMHBIX oToGpamennii“, ,Recueil mathématique®,
t. 1(43), p. 127—135.
2 Voir Varticle, loc. cit.
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ou, en verin de (3), pour z=2;:

o fI 1—if2 darg f 21f1 :
= —fl : = : 4
A NFre v T irie *)
En intégranl la premiére de ces équations différentielles. on a:
PN FN
T—|f[? I—|z 2’
d’olt (I—z. |2+ V(l I [2)2 4 4e—2f | ]2
—({1— |2 — |2 e 20
lfl‘:: 2 20| (5)
ce qui définit |f| en fonction de £. En éliminant df des équations (4), on a:
. °d|fi
- darg f== myy e
d’ott
f(zo,8) l—Hzol_ 1+l
arg—— o — = log T[] log — %7 —T (6)

ce qui, en vertu de (5), estencore une fonction de £. Ceci étant, on trouve maintenant
k(t) de l'équation: i
arg & (t) +-arg £ (z,, )=—1.
Donc, k(t) est trouvée. On a pour la fonction correspondante f(z, ¢) définie par les
équations (1) et (2) au pomt z=2z, la relation (6), d’ailleurs le second membre de
1412

120 ]

valeur précise pour la borne supérieure de arg-——

quand £— oo . Donc, le théoréme (4) donne une

f()

On démontre d’une maniére analogue qu’il exute une fonction k(t), |k(H) =1,
continue dans 0=<¢<C oo telle que la fonction f(z, ¢) définie par les equatlons (1) et (2)
vérifie la condition:

T (f(zg, 1)) =1f (20, O
et que d’ailleurs on a pour cette fonction f(z, f):

f(Zo,t))_ 1+|Zo| 1+|f|
g ey g T

cette formule tend vers log ———— T

1 -+ ’ 20’

— 1z
Ainsi la borne inférieure de arg -féﬁ indiquée par le théoréme 4 est encore précise.
z2F'(2)
F(z)

ce qui tend vers —log 4 pour £-— o0 .

Il en résultera que les limites de larg l données par le théoréme 5 sont aussi

précises.
§ 2. Démonstration du fait que les bornes de arg F (2) données
par les théoremes 6 sont précises

Démontrons maintenant qu’il existe une fonction k(#), |k(¢)|=1, continue dans
0<<t<oo, telle que la fonction f(z, ¢) définie par les équations (1) et (2) vérifie
pour chaque £, 0 <t< oo, et pour un z=z,, donné dans |2|<1, la condition'

21/| VI—I/F pour |f| <
==sin 2arg(1——kf)=
—1 . f1=

)

wl

I ((A—kf))

1 —kf P (7)

7|
i

wl
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ou, ce qui est le méme:

1 )
—Ifl pour |[fI<—=,
;7_(@_ == sin arg (1 — Rf) = 1 ]/12 '} (8)
11— Ef] ., Y lf > | ’
| Ve )
En posant arg kf=—=w, on a de (3):
1 pour | fl ==,
sin%¢ - V2
1—2|flecose+If2 " 1 , lf|>_1:’
2| V2
d’on il résulte que
1
|/l pour |f|<,—/——5,
O ey !
— - =y
donc
/T 1
—!fl(lfl—ll/l—lfi') pour |f|< <7%
T 1=x=V2fp—=1 . AxV2|fp—1 1
2lf( i Vzlfl . |f|>]7j

on p:ut choisir arbitrairement 'un des deux signes plus ou moins.

En exprimant k&f en fonction de ¢ et en portant cette valeur dans (3) on trouve de
la premiere de ces équations ¢ en fonction continue et mouotone de |f|, d’ott il résulte
que |f| est définie comme une fonction continue et positive de £; ensuite la seconde

des équations (3) définit arg @ en fonction de f. Quand on connait arg kf, on
0

trouve arg £(f), donc £k (¢). En vertu du théoréme 6 on a pour la fonction trouvée
(2, 1):
4arcsin| zg| pour |2y| < —=

. : Ve’

tlm;o arg f' (24, )= Ll )
- w -+ lo . lzal==>
+ g 1_.|2012 I ()I V2

ce qui prouve que le théoréme 6 doune une borne supérieure précise pour arg f'(z)
quel que soit z dans |z |<C1; il en est de méme pour la borne inférieure.

§ 3. Démonstration du fait que les bornes de arg [ZF{ izll données
par Iz théoréme 7 sont précises .

On démontre, d’'une maniére analogue, qu'’il existe une fonction k(f), [k(f)|=1,
continue dans 0<C#<C oo et telle que la fonction f(z, #) définie par les équations (1)
et (2) vérifie pour chaque ¢, 0<<¢<Coc, et pour un z=z,, donné dans |z|<I,
la relation:

.

o (=4

kf

= sin 2 arg l———>-—



296 . M. Toay3aun

ou, ce qui est le méme,

1
g (1 -k—f>
1
1=
‘On trouve dans ce cas comme au § 2

1=V fl=V2—|fF

kf 2 2

et on fait les calculs analogues & ceux qui ont permis de déterminer k(#). En vertu
du théoreme 7, on a pour la fonction f(z, f) trouvée

2 o
2 f (201 t’
li 0 c=—log (1—|z, |
Jim Arg - og (1—12,[%
2%' (2)

ce qui prouve que le théoreme 7 donne une borne supérieure exacte pour arg U@

. 1
==sin arg { 1 —
\

kf) Ve

quel que soit z dans |z|<C1. On démontre d’'une maniére analogue qu'il est de méme

T

pour la borne inférieure de arg '[z—})(iz—g'i .

H.-N. M. M. M. JL.T.V. um. Byduosa.
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arg ﬂ;’_), argzl{f;z()z), arg F'(z), arg%z—),

ZnaHHbIX B paborte ,O TeopeMax HCKaXeHHs B TEOPHH KOHMOPMHBIX OTOOGpareHHH“ 1.
3necy F(z) =z-a,22- ... onuonucrHa u perymspua B |z |<1.
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