Young-Laplace s likning

Dette er Appendiks A i hovedoppgaven til Leiv Magne Sigveland, Hagskolen i
Stavanger, Sivilingenigrutdanningen, innlevert 28. juni 1996.

Krumme flater

Figur 1: Flatei rommet.

Dersom ei flate S, gitt ved funksjonen
Z=F(XY), 1)

har kontinuerleg ferste ordens deriverte i kvart punkt pa S, seier vi at flataer glatt. Ved
a Taylor-utvikla funksionen rundt eit punkt (a,b) pa S, far vi e tilnaaming til flata
rundt punktet,
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Vi innfarer sd eit nytt koordinatsystem (XYZ), med origo i punktet (a,b), og (XY)-
planet samanfallande med tangentplanet i dette punktet. Det gir
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Sidan flata er glatt, er derivasonsrekkjefalgja vilkarleg, og vi kan sla saman kryssled-
da. Taylor-utviklinga av funksionen, i det nye koordinatsystemet, nér vi sleyfer hggare
ordens ledd, vert da

1 [9%f(0,0), 092f(0,0), .0%f(0,0)
Z=1(X,)Y) =~ 5[ iz Xt —gyr Y 2oy XY],
Dette kan igjen skrivast som matriseproduktet
1 f f X
fX,Y)=~Z(X Y ( XX XY)( > (4)
(Y) 2( ) fxy vy Y

Vi ser at 2 x 2-matrisen i likn.4 med dei deriverte av f er symmetrisk. Da er matrisen
diagonaliserbar med ortogonale eigenvektorar [1]. Vi kan da tilneama flata med ma-
triseproduktet

1
rocn=aem = 506 0) (g o) (5)
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Her er & og n koordinatane langs dei nye einingsvektorane og a og 3 er eigenverdiar
til matrisen. Dette er det same som a rotera tangentplanet om Z-aksen dlik at dei to nye
einingsvektoraneer (1 0)Y og (0 1)'i (én)-planet.

| (Z&) -planet (n = 0) vil funksionen g(&,0) fralikn.5 danna parabelen,

1
Z:g(E,O)zéaEZ. ............................. (6)
Ved atilneama parabelen med ein sirkel med radius Ry, far vi
'52+(Z_Ra)2 = Rg,
§247°2-27ZR,+R: = R2,
§24+72-27R, = O, ©)
og lgyst med omsyn pa z,

Z = Ry+RZ—_¢2
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Vel vi her minusteiknet, og slgyfer hagare ordens ledd, far vi det enkle uttrykket
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Ved & samanlikne likn.6 og likn.8 far vi at

_ C(EZ _ EZ
"2 TR,
og dermed
1
Ra:a .................................... (9)

Krumningac til e kurvei eit punkt er definert som den inverse av krumningsradien
i punktet. Krumningatil parabelen Z = g(&,0) er dtsa

K=a=—.

Ra
Dersom vi ser pa (Zn)-planet (§ = 0) far vi pa same maten at krumninga til denne
parabelen, Z=g(0,n), er

1
Ry

Eit vilkarleg plan gjennom punktet (a,b) som star normalt pa tangentplanet vil
skjera tangentplanet (£n) langs ei rett line & = Kn, der K er ein konstant.
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Figur 2: Vilkarleg line gjennom punktet (a,b) i tangentplanet.

Avstanden A mellom punktet (a, b) og eit gitt punkt (&, n) palinakan da uttrykjast
som

A2 = &+4n?
= Kn?+n?,
= (K*+1)n% (10)
Leyst med omsyn pa n? fér vi
AZ
L e S (12)



Vi kan da skriva uttrykket for snittet mellom normalplanet og flata f(&,n) som
1 1
f = Zaf?+=Bn?
(&.n) 508" +5Bn°,
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Krumninga av kurva definert som snittet mellom eit vilkarleg normalplan i punktet
(ab) ogflata f(&,n) vil dermed, som vist ovanfor, vera gitt ved

K? 1

= e e 1

K2+1a+K2+1B (13

Uttrykket for krumninga er det vi kaller eit vege snitt av a og 8. Det vil selaat verdien
av K, altid vil liggja mellom o og 3, der den eine gir den starste krumninga og den
andre den minste. For kurvene definert ved snittet mellom e flate og normalplanai eit
punkt pa flata, vil altsd kurva med sterst krumning og kurva med minst krumning ha
normalplan som sté&r normalt pa kvarandre. Desse to kurvene vert kalla prinsipalkur-
vene.

Eit normalplan som skjer tangentplanet i linaé = Kn, vil i snittet med flata avteik-
na el kurve, som vi vil kalla snittkurve, med krumning k;. Eit normalplan som stér
normalt pa dette, vil skjera tangentplanet i lina & = —n /K og ha e snittkurve med
krumning

Ky

1 K2
= e, 14
K2+1a+K2+1B (14)

Adderer vi saman krumningane, likn.13 og likn.14, for dei to kurvene far vi

K>

Ki+K,=a+B. (25)

Summen av krumningane til to snittkurver med normalplan som star normalt pa k-
varandre er altsa konstant og lik summen av krumningane til dei to prinsipalkurvene.

Energi i overflata

Vi tenker oss at grenseflata mellom to faser far e infinitesimal forskyving 8. Davil
eit volumelement mellom del to grenseflatene vera gitt ved 8¢ - dS, der dSer flateele-
mentet. LaP, og P, veratrykket i dei to fasane. Arbeidet gjort ved volumendringa vert
da

W, = / (CP 4 P)BLAS oo (16)

Det totale arbeidet ved a forskyva grenseflata vil vera summen av dette arbeidet og
arbeidet ved & endra aredlet av grenseflata. Denne delen er proporsional med arealen-
dringa 6S og gitt ved

Wy = GBS, v o e e (17)



Figur 3: Forskyvning av grenseflate mellom to faser.

der o er overflatespenninga. Det totale arbeid vert da
SW = / (Py—P) LS+ OBS oo oo (18)

Ved termodynamisk likevekt vil dette arbeidet veralik null.
Vi manafinnaeit uttrykk for arealutvidinga S,

BS=AS —dS, o e (19)

uttrykt ved forskyvinga 6 og krumningane 1/R, og 1/R, av flata. Aredet av flata
far og etter forskyvinga, respektive dSog dS, kan uttrykkast ved a multiplisera saman
lengdeelementa langs dei to prinsipalkurvene. Dette kan gjerast avdi prinsipa kurvene,
som vist tidlegare, star normalt pa kvarandre. Vi far,

ds = didl,,
dS = diidlj, (20)
der dl,, dl, og dl}, dI er lengdeelement langs prinsipalkurvene i eit punkt pa flata for
og etter forskyvinga. Vi byrjar med & uttrykkja flatearealet etter forskyvinga, dS, med
kjente storleikar. Lengdeelementa dl; og dI; kan skrivast som
d, = R,
di = (Ri+30)86,,

der 6, er vinkelen som vist pafig.3. Dette gir
dj R +0¢



_ %
= 1+ﬁl.

Det same gjeld for lengdeelementa dl, og dl’. Vi set inn for dI; og dl5 i likn.20 og fér
ds = diidl,

B T4 8¢
- (1+ ?1> dl <1+ ﬁ) dl,,

7) (%)
= did, [1+=2) (1+22),
a1+ 5) (145
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~ dS (1+ oc g) , sidan 62 << R|R,. (21)
I:'21 I:'22

Set vi dette uttrykket inn i likn.19 far vi

53S = dS-—ds

B 5 8¢
- dS<1+ﬁl+?2> —ds

5¢ &8¢
ds<§+ﬁz> . (22)

Dette uttrykket set vi sainn for 3Si likn.18 og far

11
W = /(Pz—Pl)cSZdS+/a(ﬁl+ﬁz> 5¢dS

1 1
- [{rro(g+g;) poces
= 0, fordle &¢, (23)

der P. = P, — P, er kapillartrykket. Da vil, i fglge fundamentallemmaet i variasjon-
srekning [2],
1 1
—Pc+0'(ﬁl+ﬁ2) —0,

og omforma far vi at

1 1
P = G<El+ﬁz>, (24)

som er Laplace likning.
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